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0 Introduction（という名の言い訳？）
これは，筆者が導来圏を勉強するために用意したもので，圏論のレベルでのホモロ
ジー代数と導来圏に関する基礎的な事柄に証明をつけたものです．構成は，[KS]を利用
していますが，証明などを付け加えたところもあります．というよりも，さらりと流さ
れているかなり多くの箇所に，我流で（つまりひどくぎこちない方法で）証明をつけま
した．
　ぶっちゃけホモロジー代数は何かを読んだり講義を聴いたりして勉強しても，自分で
手を動かさない限り身に付かないと思われますし，かなり必要に迫られないと身に付か
ないということもあります．これはあくまでも筆者の備忘録です．
導来圏というものをなぜ導入しなければならないのかということについて，筆者は何

も確定的なことを述べられません．「コホモロジーをとることによって失われる情報をス
ペクトル系列を用いて復元する」というホモロジー代数の「面倒臭さ」を改良するため
に，「コホモロジーを取らないで複体のまま扱うこと」がひとつの目標であることはよく
言われます（例えば [TH]）．また導来函手の議論をうまく機能させるためとも。そのた
めには，擬同型 (quasi-isomorphism)を同型とみなすこととホモトープな射を同一視す
ることが要請されるため，導来圏とは複体の圏からそれらの要請を満たすようにして作
られたものです．
具体的には次のようにして定義されます．この定義を証明つきで追いかけることがこ

の paperのひとつの目標です．
まずCをAbel圏とし，Cの対象を成分とする複体の圏をC(C)とかくことにします．

この圏もAbel圏になります．さて，2つの複体の間の homptopeな射を同一視して（つ
まりHomC(X,Y )/homotopeを新たな射の集合として）新しい圏K(C)が定義できます．
これを homotopy圏と呼びます．この homotopy圏には Shift函手と呼ばれる圏の同型が
あり，これを用いるとK(C)は三角圏となることがわかります．
つぎに重要なことは，圏の局所化の概念です．これは加群の局所化のアナロジーとし

て理解できます．すなわち圏 C の射の族 Sとして乗法系と呼ばれるものを取り，それ
を同型射とするような圏として universalに存在するもの，それが局所化された圏CSで
す．これの構成は，著しく気分を萎えさせること請け合いです．さて，圏の局所化の特
別な場合として，三角圏の null systemを用いた局所化というものがあり，これによる
局所化で三角圏が再び作れます．これを前述の homotopy圏の場合に適用します．

K(C)には，すべてのコホモロジー群が消えている複体というものがあり，これがnull

systemになります．これに付随して乗法系が得られるのですが，それは擬同型な射の集
合となります．これによって homotopy圏K(C)を局所化して得られる新しい圏が導来
圏D(C)というわけです．

C （Abel圏） Ã C(C) (Abel圏)
homotope な射を同一視Ã K(C) (Abel圏＆三角圏)

局所化Ã D(C) (三角圏 not possibly Abel圏)

このような構成ですから，原理的には，Abel圏があれば必ず導来圏は構成することがで
きます．しかし，導来圏が再び Abel圏になるとは限りませんし，さらに導来圏の詳細
な構造もこのままではよくわかりません．
しかし，もともとのAbel圏にある程度の条件（ある性質を満たす充満部分圏の存在）

があると，導来圏の構造はもう少しわかりやすいもの（充満部分圏からできるhomotopy

圏の局所化）になります．特に，もとの Cが enough injective（十分豊富な単射的対象
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を持つ）ならば，

K+(I) ∼= D+(C)

なる圏同値が成り立ちます．ここで Iは単射的対象のなす充満部分圏であり，K+は下
に有界な複体のつくる homotopy圏，D+はその局所化によって得られる導来圏を意味
します．結局この場合は，出来上がった導来圏の構造は単に homotopy圏に他ならない
ことになります．
このあたりまでを証明することが基本的にこの paperの目標となっています．
最初の 3章は圏論的ホモロジー代数の基礎的なことについて書きましたが，まだ特に

第 3章の複体の圏のコホモロジーに関することが不十分です1．特に，必ずしもAbel圏
とは限らない圏について扱う場合は，圏の対象から元を取ることが御法度です．Abel圏
の場合は何らかの加群の圏に埋め込めるという大きな定理があって，それを認めれば元
をとって議論することもできますが，ここではあえてどちらの場合も，元をとったりし
ないで，圏論の枠内で証明をつけるべく努力しました．
第 4章から第 7章が導来圏に向けて進む本論です．第 4章では写像錘の概念を導入し

て，homotopy圏が三角圏となることを証明しています．第 5章で三角圏の定義を与え，
第 6章で圏の局所化の一般論について述べてから，第 7章で導来圏の導入といくつかの
構造定理を証明しました．上で説明したことが大体ここまでの章で書かれています．
第 8章は導来函手について述べました．存在するための条件についての基本的な定理

の証明をつけることが目標です．
ここまでが大体本論です．この paperでは例と呼びうるものをほとんどあげませんで

した2．ただひたすら可換図式と格闘することがメインになっていて，筆者以外の誰か
が読むのは著しく困難かと思います．しかし，non-trivialな例をつけるためには，その
ためだけに準備がいろいろと必要になり，畢竟筆者の予備知識の限界を越えてしまうこ
とが予想されます．最後にAppendixとして exampleをつける努力をしましたが，当然
のこと著しく不十分です3．主に導来函手に関する例が中心ですが，同時に導来圏の言
葉を使って（はじめて）述べることができる定理というものはいろいろ存在するようで
す．（例えばRiemann-Hilbert対応．）また，導来圏としての同値 (Derived Equivalence:=

三角圏としての同値)は筆者の専攻でもある表現論においてもしばしば現れます．後々，
そのような例をいろいろと追加できれば良いとは思いますが，いずれにしても当分先の
話になるでしょう．

12003.11.10.現在
22003.11.10.現在
32003.11.10.現在
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1 圏と函手
まず圏と函手に関する基礎的な定義から始める．

1.1 圏

定義 1.1.

(1) 圏 C とは，(Ob(C), HomC(X,Y ), HomC(X,Y ) × HomC(Y, Z) → HomC(X,Z))な
る 3つ組であって，

(i) 射の合成は結合的．
(ii) X ∈ Ob Cに対して，idX ∈ HomC(X,X)が存在し，

f ◦ idX = f, idX ◦ g = g (f ∈ HomC(X,Y ), g ∈ HomC(Y,X))

をみたすもののことを言う．
(2) 圏Cの部分圏C ′とは，

(i) Ob C ′ ⊂ Ob C．
(ii) 任意の対 (X,Y )に対して，HomC′(X,Y ) ⊂ HomC(X,Y )であり，合成則がCから

定まるもので与えられ，idX ∈ HomC′(X,X)を満たすことを言う．更に，HomC′(X,Y ) =

HomC(X,Y )が成り立つとき，C ′をCの充満部分圏という．
(3) 圏Cの反対圏C◦とは，

Ob C◦ = Ob C, HomC◦(X,Y ) = HomC(Y,X)

で与えられるものを言う．
(4) 射 f : X → Y が同型とは，ある g : Y → Xが存在して，

f ◦ g = idY , g ◦ f = idX

が成り立つときを言う．
(5) 射 f : X → Y が単射 (monomorphism)とは，どんなW ∈ Ob Cに対しても

対 (g, g′) ⊂ HomC(X,Y )が，f ◦ g = f ◦ g′を満たすならば g = g′

が成り立つことを言う．

W X Y
fg

g′

(6) 射 f : X → Y が全射 (epimorphism)であるとは，f がC◦の単射であること．すな
わち，どんなZ ∈ Ob Cに対しても

対 (h, h′) ⊂ HomC(Y, Z)が，h ◦ f ＝ h′ ◦ f をみたすなら h = h′

が成り立つことを言う．

ZX Y
f h

h′

(7) P ∈ Ob Cが始対象であるとは，どんな Y ∈ Ob Cに対してもHomC(P, Y )がただ
ひとつの元からなることを言う．

Q ∈ Ob Cが終対象であるとは，どんな Z ∈ Ob Cに対してもHomC(Z,Q)がただひ
とつの元からなることを言う．
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注意 1.2.

(1) X ∈ Ob Cに対して，idX ∈ HomC(X,X)は unique．

X X

X

idXidX

i

(2) 集合とその間の写像からなる圏Setと位相空間とその間の連続写像からなる圏Top

を考える．Topは Setの部分圏だが，充満ではない．
(3) 2つの始対象は同型．

X Y

X

gidX

f

(4) 可換環とその間の (単位元を単位元にうつす)準同型からなる圏Ringにおいて，Z
は始対象．(f(1) = 1Rから nf(1) = n1R = nと uniqueに決まってしまう．)

次に，圏における同型射について述べておく4．

定義 1.3. 圏Cの射 f ∈ HomC(X,Y )が同型射であるとは，g ∈ HomC(Y,X)が存在
して，f ◦ g = idY , g ◦ f = idX が成り立つことを言う．

Remark 1.4. 一般に，全射かつ単射な射が同型射になるとは限らない．

例 1.5. 位相空間の圏Top，Hausdorff位相空間の圏TopHにおいて，いずれも全射
かつ単射な射は同型射ではない．これらの圏においては，全射な射，単射な射はそれぞ
れ全射連続写像，単射連続写像となるが，それだけでは同相写像であることは言えない．
またHausdorff位相空間に限っても，fの全射性は，f(X)が Y で稠密であることと同値
であるが，やはり同相までは言えない．

しかし，Abel圏においては，全射かつ単射な射は同型射となる．（あとのAbel圏の
項参照．）

1.2 函手

定義 1.6.

(1) C,C ′を圏とするとき，CからC ′への共変函手 F とは，写像 F : Ob C → Ob C ′と
写像HomC(X,Y ) → HomC(F (X), F (Y )) (X,Y ∈ ObC)の組であって，

(i) F (idX) = idF (X)．
(ii) F (f ◦ g) = F (f) ◦ F (g)．

をみたすものを言う．また，C◦からC ′への共変函手をCからC ′への反変函手という．
(2) F1, F2を C から C ′への函手とするとき，F1から F2への函手の射 θとは，任意の

4同型射に関する記述が不十分であるとの指摘をK.K.氏（京都大）から頂き，追加しました．ご指摘
ありがとうございました．
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X ∈ Ob C に対して，θ(X) ∈ HomC′(F1(X), F2(X))が与えられていて，任意の f ∈
HomC(X,Y )に対して，次の可換図式を満たすことを言う；

F1(X) F1(X)

F1(Y ) F2(Y )

θ(X)

θ(Y )

F1(f) F2(f)

(3) 函手 F : C → C ′が忠実充満であるとは，任意の対 (X,Y ) ⊂ Ob Cに対して，写像
HomC(X,Y ) → HomC′(F (X), F (Y )が bijectiveであることを言う．
さらに，任意のX ′ ∈ Ob C ′に対して，あるX ∈ Ob Cと同型X ′ → F (X)が存在す

るとき，F は圏同値であるという．

Claim 1.7. X ∈ Ob Cに対して，

F := HomC(X, ∗); Ob C 3 Z → HomC(X,Z) ∈ Ob(Set)

は，Cから Setへの共変函手を与える．同様に，X ∈ Ob Cに対して，

HomC(∗, X); Ob C 3 Z → HomC(Z,X) ∈ Ob(Set)

はCから Setへの反変函手を与える．

[証明] 共変のみ示す．
objectの対応は与えられているので，射の対応を定める．実際，f : Z → W に対して，

HomC(X,Z) 3 ϕ 7→ f ◦ ϕ ∈ HomC(X,W )

とする；X
ϕ→ Z

f→ W．このとき，F (idZ)(ϕ) = idZ◦ϕ = ϕ．また，f ∈ HomC(Z,W ), g ∈
HomC(W,V )に対して，

F (g) ◦ F (f) ; HomC(X,Z) → HomC(X,W ) → HomC(X,V )

ϕ 7→ f ◦ ϕ 7→ g ◦ f ◦ ϕ

F (g ◦ f) ; HomC(X,Z) → HomC(X,V )

ϕ 7→ (g ◦ f) ◦ ϕ

となって函手の定義を満たすことが示された． ■

Claim 1.8. C,C ′を 2つの圏とするとき，CからC ′への共変函手を対象とし，函手
の間の射を射とすることで新たな圏が定義できる．

[証明] 実際，Hom(F1, F2)×Hom(F2, F3) → Hom(F1, F3); (θ, ϕ) 7→ ϕ◦θとすれば，結
合的なのは明らか．idF (X) = idF (X)と定義すれば，函手の間の恒等射 idF ∈ Hom(F, F )

が定義できる． ■
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Claim 1.9. 次は同値．
(1) F は圏同値．
(2) F ′ : C ′ → Cであって，函手の同型F ◦F ′ ∼= idC′ , F ◦F ′ ∼= idCを与えるものが存在
する．

[証明] (1) ⇒ (2)を示す．
まず，圏同値の定義の前半から X ′ ∈ Ob C ′ に対して，F (X) ∼= X ′ となるような

X ∈ Ob Cが取れる．そこで，F ′(X ′) := Xと定義する．また，ここでϕ(X) : F (X) ∼= X ′

とおき，f ∈ HomC′(X ′, Y ′)に対して，F ′
f = ϕ(Y )−1◦f ◦ϕ(X) ∈ HomC′(F ◦F ′(X ′), F ◦

F ′(Y ′))と定義する．ここで圏同値の定義の前半によってHomC′(F ◦F ′(X ′), F ◦F ′(Y ′)) ∼=
HomC(F ′(X ′), F ′(Y ′))であるから，F ′

f に対応するHomC(F ′(X ′), F ′(Y ′))の元を F ′(f)

とすることによって函手 F ′ : C ′ → Cが定まる．定義より明らかに，ϕ = {ϕ(X)}が函
手の同型 F ◦ F ′ ∼= idC′を与える．

idC′(X ′) = X ′ F (X) = F ◦ F ′(X ′)

idC′(Y ′) = Y ′ F (Y ) = F ◦ F ′(Y ′)

ϕ(X)

ϕ(Y )−1

f F ′
f

F ′(X ′)

F ′(Y ′)

F ′(f)

次に，ϕ(X) ∈ HomC′(F (X), X ′)なる同型であったが，F (X) = F ◦F ′(X ′) = F ◦F ′ ◦
F (X)に注意すると，ϕ(X) ∈ HomC′(F ◦F ′ ◦F (X), F (X))となる．再び圏同値の定義の
前半からϕ(X) = F (f(X))となる f(X) ∈ HomC(F ′ ◦F (X), X)が存在し，f = {f(X)}
が F ′ ◦ F ∼= idC なる函手の同型を与える．

(2) ⇒ (1)を示す．
ϕを函手の同型F ◦F ′ ∼= idC′を与える射とするとき，X ′ ∈ Ob C ′に対してF ′(X ′) = X

とおくと，F ◦ F (X ′) = F (X)に注意すれば，ϕ(X ′) : F ◦ F ′(X ′) → id′
C(X ′) = X ′に

よって F (X) ∼= X ′なる同型が得られる．従って，圏同値の定義の後半は成立．
まず F の忠実性を示す．θ(X) : F ′ ◦ F (X) → Xを函手の同型 F ′ ◦ F ∼= idC を与える

射とするとき，f : X → Y は

f = θ(Y ) ◦ F ′ ◦ F (f) ◦ θ(X)−1

とかける．

X F ′ ◦ F (X)

Y F ′ ◦ F (Y )

θ(X)−1

θ(Y )

f F ′ ◦ F (f)

従って，F (f) = F (g)ならばF ′◦F (f) = F ′◦F (g)より，上のことからf = gが従う．よっ
てHomC(X,Y ) ↪→ HomC′(FX,FY )なるF の忠実性が従う．同様に，HomC′(X ′, Y ′) ↪→
HomC(F ′X ′, F ′Y ′)なる F ′の忠実性も従う．
次に F の充満性を示す．α ∈ HomC′(FX,FY )に対して，f = θ(Y ) ◦ F ′(α) ◦ θ(X)−1

によって f ∈ HomC(X,Y )を定めると，前と同様に，f = θ(Y ) ◦ (F ◦ F ′)(f) ◦ θ(X)−1

であるから，F ′(α) = F ′ ◦ F (f)となり，F ′の忠実性から α = F (f)となる．
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F ′ ◦ F (X) X

F ′ ◦ F (Y ) Y

θ(X)

θ(Y )

F ′(α) f

F (X)

F (Y )

α

θ(X)

θ(Y ) F ′ ◦ F (X)

F ′ ◦ F (Y )

F ′ ◦ F (f)

これにより，全射HomC(X,Y ) HomC′(FX,FY )が言え，F の充満性が示された． ■

1.3 表現可能函手と米田の補題

ここでは表現可能函手の定義を行う．これは，あとで Abel圏において核や余核など
を定義する際に用いられるし，普遍写像性質を持つような対象を記述する際にも用いら
れる．

定義 1.10. 函手 F : C → Setが表現可能であるとは，X ∈ Ob C であって，F ∼=
HomC(X, ∗)なる函手の同型が成り立つものが存在するときを言う．

Claim 1.11. 函手 F が表現可能なとき，F を representする対象X は同型を除いて
一意的に定まる．

[証明] XとY がともにFを representする対象であるとする．まず，FとHomC(X, ∗)，
F とHomC(Y, ∗)がそれぞれ函手として同型であることにより，∀f ∈ HomC(Y,X)に対
して，次の可換図式が成立する；

F (Y )

F (X) HomC(X,X)

HomC(X,Y )HomC(Y, Y )

HomC(Y,X)

ϕ(Y )

ϕ(X) θ(X)

θ(Y )

F (f) Hom(f) = f ◦ ∗Hom(f) = f ◦ ∗

そこで，上の図式において，

idY　
ϕ(Y )7−→ ψ̃

θ(X)−1

7−→ η̃,

idX　
θ(X)7−→ ψ

ϕ(Y )−1

7−→ η,

とし，さらに上の図式で特にf = ηとったものを考えると，左側の可換性からψ = F (η)ψ̃

が成り立つ．このことと右側の可換性から η ◦ η̃ = idX となる．逆も同様に示せる．こ
うしてX ∼= Y が示された． ■
次に「米田の補題」と呼ばれている命題を証明する．

命題 1.12. C∨をCから Setへの反変函手のなす圏とし，函手

H : C → C∨; X 7→ HomC(∗, X)
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を考える．
(1) ∀X ∈ Ob C,F ∈ Ob C∨に対して，

HomC∨(H(X), F ) ∼= F (X) ∈ Ob(Set)

が成り立つ．
(2) 函手Hは忠実充満である．

[証明] (2)は，(1)の結果を F := H(Y )に適用すれば，

HomC∨(H(X), H(Y )) ∼= H(Y )(X) = HomC(X,Y )

よりHが忠実充満であることが従う．
(1)を示す．
まず f ∈ HomC∨(H(X), F )なる函手の間の射に対して，φ(f) ∈ F (X) ∈ Ob(set)を

次で定義する．すなわち，

H(X)(X) = HomC(X,X) 3 idX
f(X)7−→ φ(f) ∈ F (X)

とする．
逆に，s ∈ F (X)から函手の間の射ψ(s) ∈ HomC∨(H(X), F )を次で定義する．すなわ

ち，Y ∈ Ob Cに対して ψ(s)(Y ) : H(X)(Y ) → F (Y )を

H(X)(Y ) = HomC(Y,X)
F−→ HomSet(F (Y ), F (X)) −→ F (Y )

θ 7−→ F (θ) 7−→ F (θ)(s)

と定義する．これが函手の間の射となっていることは，α : Y → Y ′に対して，F (θ ◦
α)(s) = F (α)F (θ)(s)から従う；

F (Y )

F (Y ′) Y ′

YHom(Y,X) = H(X)(Y )

Hom(Y ′, X) = H(X)(Y ′)

ψ(s)(Y )

ψ(s)(Y ′)

F (α) α∗ ◦ α = H(X)(α)

θ F (θ)(s)

F (α)F (θ)(s)θ ◦ α

F (θ ◦ α)(s) =

このようにして構成した φと ψが互いに逆写像となっていることを確かめる．
まず

φ(ψ(s)) = ψ(s)(X)(idX) (∵ φの定義)

= F (idX)(s) (∵ ψの定義)

= s

となるので，φ ◦ ψ = idF (X)となる．
逆に，f ∈ HomC∨(H(X), F ), θ ∈ Hom(Y,X)に対して，

ψ(φ(f))(Y )(θ) = F (θ)(φ(f)) (∵ ψの定義)

= F (θ)(f(X)(idX)) (∵ φの定義)

= f(Y )(θ) (∵ f が函手の間の射)
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となる．ここで最後の等号は下の可換図式による；

Hom(X,X) F (X)

Hom(Y,X) F (Y )

f(X)

f(Y )

∗ ◦ θ F (θ)

以上により，求める同型が示された． ■

注意 1.13.

(1) 反変函手 F : C → Setが表現可能とは，F ∼= H(X) = HomC(∗, X)となるような
X ∈ Ob Cが存在することを言う．
(2) C∨の反対圏をC∧とかくと，これはCから Setへの共変函手のなす圏となる．

Claim 1.14. C∧ = C∨o∨なる圏同値が成り立ち，H ′ : C → C∧; X 7→ HomC(X, ∗)は
忠実充満である．

2 Abel圏
ここでは，加法圏とAbel圏に関する定義と基本的な性質を述べる．

2.1 加法圏と加法的函手

ここでは加法圏を定義し，直和や直積を表現可能函手の representativeと捉え，その
普遍性などについて述べる．

定義 2.1.

(1) 圏Cが加法圏であるとは，次の 4条件を満たすことを言う；
(i) 任意の対 (X,Y ) ⊂ Ob Cに対して，HomC(X,Y )がアーベル群の構造を持ち，射

の合成が双線形性を満たす．
(ii) ∃0 ∈ Ob C s.t. HomC(0, 0) = {0}．
(iii) 任意の対 (X,Y ) ⊂ Ob Cに対して，函手

W 7→ HomC(X,W ) × HomC(Y,W )

が表現可能．（その representativeをX ⊕ Y ∈ Ob Cと書いて，Xと Y の直和という．）
(iV) 任意の対 (X,Y ) ⊂ Ob Cに対して，函手

W 7→ HomC(W,X) × HomC(W,Y )

が表現可能．（その representativeをX × Y ∈ Ob Cと書いて，Xと Y の直積という．）
(2) C,C ′を加法圏とするとき，函手 F : C → C ′が加法的函手であるとは，任意の対
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(X,Y ) ⊂ Ob Cに対して，

HomC(X,Y ) → HomC′(FX,FY )

がアーベル群の準同型となることを言う．

Claim 2.2. (1)-(iii)で存在を仮定している直和X ⊕ Y は次の普遍性を満たす．すな
わち，

HomC(X ⊕ Y,X ⊕ Y ) ∼= HomC(X,X ⊕ Y ) × HomC(Y,X ⊕ Y ); idX⊕Y 7→ (ιX , ιY )

とするとき5，∀W ∈ Ob C,∀f ∈ HomC(X,W ), ∀g ∈ HomC(Y,W )に対して，次の図式
を可換にするような ϕ ∈ HomC(X ⊕ Y,W )が一意的に存在する；

WX ⊕ Y

X

Y

ιY

ιX
f

g

∃1ϕ

[証明] (1)-(iii)の representativeを Zと書くことにすると，定義の函手の表現可能
であるという性質から，W に関する函手の間の同型射によって

HomC(Z,W ) ∼= HomC(X,W ) × HomC(Y,W ); ϕ 7→ (f, g)

となる ϕ ∈ HomC(Z,W )が取れる．しかもこれが函手の間の同型射であることにより，
次の図式が可換となる；

HomC(Z,Z) HomC(X,Z) × HomC(Y, Z)

HomC(Z,W ) HomC(X,W ) × HomC(Y,W )

ϕ ◦ ∗ (ϕ ◦ ∗, ϕ ◦ ∗)

idZ (ιX , ιY )

ϕ (f, g)

ϕ ◦ ∗
(ϕ ◦ ιX , ϕ ◦ ιY )
||

これによって，求める図式の可換性が従う．
ϕの一意性は同型HomC(Z,W ) ∼= HomC(X,W ) × HomC(Y,W )により明らか． ■

Claim 2.3. (1)において，(i)かつ (ii)の仮定の下では，(iii) ⇔ (iv)であり，それぞ
れの representativeは同型．

[証明]

XX ⊕ Y

X

Y

ιY

ιX
idX

0

∃1pX
YX ⊕ Y

X

Y

ιY

ιX
0

idY

∃1pY
X ⊕ YX ⊕ Y

X

Y

ιY

ιX
ιX

ιY

ιX ◦ pX + ιY ◦ pY

5ここで，函手W 7→ HomC(X,W ) × HomC(Y,W )の表現可能であるという性質を利用している．す
なわち，この函手が HomC(X ⊕ Y, ∗)という函手と同型なのであるから，とくに X ⊕ Y ∈ Ob C に関す
る函手の間の同型写像を用いることで求める同型対応がえられている．
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X ⊕ Y の普遍性から，上図の 1番目，2番目を可換にするような pX , pY が存在する．
このとき，

ιX ◦ pX ◦ ιX + ιY ◦ pY ◦ ιX = ιX , ιX ◦ pX ◦ ιY + ιY ◦ pY ◦ ιY = ιY

により上図の 3番目の図式が可換となる．再びX ⊕ Y の普遍性から

ιX ◦ pX + ιY ◦ pY = idX⊕Y

が成り立つ．
さて，W ∈ Ob C,α ∈ HomC(W,X), β ∈ HomC(W,Y )とするとき，ϕ = ιX ◦α+ ιY ◦β

とおくと

pY ◦ ϕ = pY ◦ ιX ◦ α + pY ◦ ιY ◦ β = β

を得る．同様に pX ◦ ϕ = αも言える．

WX ⊕ Y

X

Y

ϕ

α

β
pY

pXιX

ιY

逆に ϕがこの図式を可換にするときには，ιX ◦ pX + ιY ◦ pY = idX⊕Y に注意すると

ϕ = (ιX ◦ pX + ιY ◦ pY ) ◦ ϕ = ιX ◦ pX ◦ ϕ + ιY ◦ pY ◦ ϕ = ιX ◦ α + ιY ◦ β

となる．こうして図式を可換にする ϕ ∈ HomC(W,X ⊕ Y )が一意的に存在することが
示された．
これは，前の claimと同様に直積の普遍性となっており，このことから (iii) ⇒ (iv)が

示され，X ⊕ Y ∼= X × Y となった．逆も同様に示せばよい． ■

2.2 核と余核

ここでは核と余核を，やはり表現可能函手の representativeとして捉え，その普遍性
などについて述べる．

Cを加法圏，Z ∈ Ob C, f : X → Y とする．このとき，2つのアーベル群の準同型を
定義する；

HomC(Z, f) : HomC(Z,X) → HomC(Z, Y ); f ◦ ∗，
HomC(f, Z) : HomC(Y, Z) → HomC(X,Z); ∗ ◦ f．

定義 2.4.

(1) 反変函手Ker(HomC(∗, f)) : C → Ab，すなわち

Ob C 3 Z 7−→ Ker(HomC(Z, f)) := {u ∈ HomC(Z,X)|f ◦ u = 0} ∈ Ob(Ab),

HomC(Z,W ) 3 α 7−→ [Ker(HomC(W, f)) 3 v 7→ v ◦ α ∈ Ker(HomC(Z,X))],
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によって定まる反変函手を考える．これが表現可能であるとき，その representativeを
Ker f ∈ Ob Cとかいて，f の核という．
(2) 共変函手Ker(HomC(f, ∗)) : C → Ab，すなわち

Ob C 3 Z 7−→ Ker(HomC(f, Z)) := {u ∈ HomC(Y, Z)|u ◦ f = 0} ∈ Ob(Ab),

HomC(Z,W ) 3 α 7−→ [Ker(HomC(f, Z)) 3 v 7→ α ◦ v ∈ Ker(HomC(f,W ))],

によって定まる共変函手を考える．これが表現可能であるとき，その representativeを
Coker f ∈ Ob Cとかいて，f の余核という．

以下，核と余核の性質を見ていく．

Claim 2.5. f : X → Y に対して次が成立．
(1) Ker f = 0 ⇔ f が単射 (monomorphism)．
(2) Coker f = 0 ⇔ f が全射 (epimorphism)．

[証明] (2)は (1)の矢印をすべて逆にすればよいので (1)のみ示す．
Ker f = {0}とする．定義の反変函手が表現可能であることから，Ker(HomC(∗, f)) ∼=

HomC(0, ∗)なる函手の同型が成り立つ．そこで，g, g′ ∈ HomC(W,X)とし，f ◦g = f ◦g′

であるとすると，f ◦ (g − g′) = 0である．函手の同型をW に対応する函手の間の同型
射に関して用いると

Ker(HomC(W, f)) 3 g − g′ 7→ 0 ∈ HomC(0,W )

なるアーベル群の同型対応が成り立つ．（0は始対象であることに注意．）よって g−g′ = 0，
つまり g = g′でなければならない．これは f がmomomorphismであることを意味して
いる．
逆に，fがmonomorphismであるとする．∀W ∈ Ob Cに対して，Ker(HomC(W, f)) =

{u ∈ HomC(W,X)|f ◦u = 0} 3 0であるが，fがmonomorphismであることにより，これ
は{0}でなければならない．一方HomC(0,W ) = {0}であることから，Ker(HomC(W, f)) =

HomC(0,W )となる．よって 0が求める representativeであり，これはKer f = 0を意味
している． ■
次に，核と余核の満たす普遍性を調べよう．
f が核をもつとき，定義の反変函手の表現可能であるという性質から，函手の同型

HomC(∗, Ker f) ∼= HomC(∗, f) ⊂ HomC(∗, X)

が成り立つ．この函手の間の射を βとかく．これを特にKer f に関する同型射とみたと
きの恒等射の像 β(Ker f)(idKer f ) =: αと定義する．このとき，α : Ker f → X である．
一方，函手の間の射であることから，∀Z ∈ Ob Cに対して，次の可換図式が成立する；

HomC(Ker f, Ker f) Ker(HomC(Ker f, f))

HomC(Z, Ker f) Ker(HomC(Z, f))

β(Ker f)

β(Z)

ϕ ◦ ∗ ∗ ◦ ϕ

⊂ HomC(Ker f,X)

⊂ HomC(Z,X)

idKer f

ϕ

α

α ◦ ϕ

これにより β(Z)(ϕ) = ϕ ◦ αが成り立ち，これは β(Z) = HomC(Z, α)，つまり β =

HomC(∗, α)であることを意味している．
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Claim 2.6. 上で導入したα : Ker f → Xは次の普遍性を満たす；すなわち，Z ∈ Ob C

に対して，g ∈ HomC(Z,X)が f ◦ g = 0を満たすならば，ϕ ∈ HomC(Z, Ker f)であっ
て α ◦ ϕ = gを満たすものが一意的に存在する．

Z X Y

Ker f

α

fg

∃1ϕ

[証明] f ◦ g = 0であることから g ∈ Ker(HomC(Z, f))．従って，β(Z)−1(g) = ϕ ∈
HomC(Z, Ker f)とおけば，g = ϕ ◦ αとなる．一意性は β(Z)が同型射であることから
明らか． ■

Claim 2.7. Coker f についても同様に，δ : HomC(Coker f, ∗) → HomC(Y, ∗)が存在
して，次の普遍性を満たす γ : Y 　→ Coker f によって δ = HomC(γ, ∗)とかける．γの
満たす普遍性は次で与えられる；すなわち，W ∈ Ob Cに対して，h ∈ HomC(Y,W )が
h ◦ f = 0を満たすならば，ψ ∈ HomC(Coker f,W )であって ψ ◦ γ = hを満たすものが
一意的に存在する．

X Y W

Coker f

γ

hf

∃1ψ

定義 2.8. 自然な写像 α : Ker f → Xが余核をもつとき，Coim f とかき，f の余像と
いう．また自然な写像 γ :Y→ Coker f が核をもつとき，Im f とかき，f の像という．

Claim 2.9. 自然な射Coim f → Im f が存在する．

[証明]

Ker f X Coim f

Y

f

α

Im fCoker f
γ

ϕ
ψ

まず f ◦α = 0であることとCoim f がαの余核であることにより，余核の普遍性から
f は Coim f

ϕ−→ Y を経由する．このとき更に γ ◦ ϕ = 0である．（なぜなら，γ ◦ f = 0

なので γ ◦ f ◦ α = 0となり，γ ◦ f : X → Coker f が経由するCoim f → Coker f なる写
像が一意的に存在するはずである．これは γ ◦ ϕに他ならないが，γ ◦ f 自体が 0である
ことより γ ◦ ϕ = 0となる．）

Ker f X Coim f

0 = γ ◦ f

α

Coker f

0 = ∃1 = γ ◦ ϕ
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Im f が γの核であることにより，核の普遍性からϕはψ : Coim f → Im f を経由するこ
とがわかる． ■

2.3 Abel圏

ここではAbel圏の定義を述べ，そこでの完全列などについて調べる．

定義 2.10. 加法圏Cがアーベル圏であるとは，次の 2条件を満たすことを言う；
(i) 任意の f ∈ HomC(X,Y )に対して，Ker f, Coker f が存在．
(ii) 自然な射Coim f → Im f が同型．

定義 2.11.

(1) X
f−→ Y

g−→ Zが完全であるとは，次の 2条件を満たすことを言う；
(i) g ◦ f = 0．
(ii) Im f → Ker gが同型．

(2) 加法的函手 F : C → C ′が左 [resp.右]完全であるとは，

0 → X → X ′ → X
′′

[resp. X → X ′ → X
′′ → 0]

なる完全列に対して，

0 → F (X) → F (X ′) → F (X
′′
) [resp. F (X) → F (X ′) → F (X

′′
) → 0]

が再び完全列となることを言う．左完全かつ右完全であるとき単に完全であるという．
また反変函手については，F : C◦ → C ′とみて完全性を定める．

(3) X ∈ Ob Cが単射的 [resp. 射影的]であるとは，HomC(, ∗X)[resp.HomC(X, ∗)]が完
全函手であることを言う．

Claim 2.12. Cがアーベル圏のとき，Im f → Ker gは自然に定まる．

[証明]

X Y ZKer f
α f g

Im f ∼= Coim f Ker g

f ◦ α = 0だから核の余核であるCoim f の普遍性により，Coim f
ϕ−→ Y を経由する．

g ◦ f ◦ α = 0であることから Coim f → Zも一意的に経由するが，これは g ◦ f = 0で
あることから，これは 0-写像でなくてはならない．よって g ◦ ϕ = 0である．よって核
の普遍性によりKer g → Coim f ∼= Im f を経由することがわかる． ■

Claim 2.13. Abel圏において，全射かつ単射ならば同型射．
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[証明] f : X → Y が全射かつ単射とする．まず単射性から，Coim f = X であり，
全射性から Im f = Y であるから，Abel圏の定義により，Coim f ∼= Im f なので f は同
型射． ■

X Y 00

Coim f = X Y = Im f

idYidX

∼=

f

Claim 2.14. X ∈ Ob Cが単射的 [resp.射影的]であるとは，次の普遍性を満たすこ
とと同値．すなわち，0 −→ W

α−→ Y なる完全列と f : W → Xに対して，ϕ : Y → X

であって f = ϕ ◦ αとなるものが存在する．
［resp. 完全列 Y

β−→ W −→ 0と g : X → W に対して，ψ : X → Y であって β ◦ψ = g

となるものが存在する．］

W Y0

X

W 0Y

X

resp.
α

f ϕ ψ

β

g

[証明] X が単射的とする．0 → W → Y が完全で，HomC(∗, X)が完全函手で
あることから，HomC(Y,X) → HomC(W,X) → 0 が完全．これは HomC(Y,X) →
HomC(W,X); ϕ 7→ ϕ ◦ f が全射であることを意味する．従って α : W → X に対し
てϕ ◦ f = αとなるϕが存在する．逆は上の議論を逆にたどればよい．(射影的の場合は
すべて矢印を逆にすればよい．) ■

Claim 2.15. f : X → Y に対して，

0 → Ker f → X → Im f → 0

0 → Im f → X → Coker f → 0

はそれぞれ完全．

[証明]

［Step.1］ Ker f → Xが単射であること．
実際，g, g′ ∈ HomC(W, Ker f)がα◦g = 0, α◦g′ = 0を満たすとするとα◦ (g−g′) = 0

であることから核の普遍性における経由写像の一意性により g − g′ = 0となる．

W 0Ker f

X

g − g′

α

0 = α ◦ (g − g′)

［Step.2］ Y → Coker f が全射であること．
実際，g, g′ ∈ HomC(Coker f,W )がg◦γ = 0, g′◦γ = 0を満たすとすると (g−g′)◦γ = 0
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である．余核の普遍性における経由写像の一意性から g − g′ = 0となる．

Y Coker fX

W

γ

0 = (g − g′) ◦ γ g − g′

［Step.3］ Ker f → X → Im f が完全であること．

X Im fKer f

Coker α

α

Im α Ker β

β
η

ξ ζ

Claim 2.16. X ∈ Ob Cに対して，HomC(∗, X), HomC(X, ∗)はともに左完全函手．

[証明] 0 −→ Y
f−→ Z

g−→ Wが完全列であるとする．このとき，0 → Hom(X,Y ) →
Hom(X,Z) → Hom(X,W )を考える．
まず f が単射であることにより，α, α′ ∈ Hom(X,Y )に対して，f ◦ α = f ◦ α′ならば

α = α′が成り立つ．これは，Hom(X,Y ) → Hom(X,Z)が単射であることを意味する．
次に，Hom(X,Y ) → Hom(X,Z) → Hom(X,W ); α 7→ f ◦ α 7→ g ◦ f ◦ αであるから，
g ◦ f = 0よりこれは 0-写像である．
最後に，β ∈ Hom(X,Z)に対して，g ◦ β = 0であるとする．このとき，βは核の普

遍性によりKer gを経由する．Ker g = Im f = Coim f であるがCoim f は，g ◦ f = 0と
余核の普遍性により，Ker g → Z が Y を経由する．2つの経由写像を合成することで，
β : X → Zは Y を経由することになる． ■

Z WKer g

X

Y

β

g

f

3 複体のなす圏
ここでは複体のなす圏とそこからできるホモトピー圏について述べる．

定義 3.1.

(1) Cの複体とは，{Xn, dn
X}n∈Zであって，

Xn ∈ Ob C, dn
X ∈ HomC(Xn, Xn+1), dn+1

X ◦ dn
X = 0

をみたすものを言う．
(2) 複体XからY への射とは，{fn ∈ HomC(Xn, Y n)}n∈Zであって，dn

Y ◦fn = fn+1◦dn
X
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をみたすものを言う．
(3) 複体Xが有界 [resp. 上に有界，下に有界]とは，

Xn = 0 (|n| >> 0) [resp.Xn = 0 (n >> 0), Xn = 0 (n << 0)]

を満たすことを言う．
(4) Cの複体とその間の射によってできる圏をC(C)とかく．また，Cb(C),C+(C),C−(C)

をそれぞれ有界，上に有界，下に有界な複体のなす充満部分圏とする．

注意 3.2. C自身もX = {Xn = 0|n 6= 0}とみることでC(C)の充満部分圏とみなす
ことができる．

Claim 3.3. C が加法圏 [resp.Abel圏]であるとき，C(C)も加法圏 [resp.Abel圏]と
なる．

[証明] Cが加法圏なら定義の (i),(ii)が成り立つので，C(C)においても (i),(ii)が成
り立つのは明らか．(iii),(iv)をみたす representativeは，{Xn ⊕ Y n, dn

X ⊕ dn
Y }で与えら

れる．

Xn ⊕ Y n

Xn

Y n Y n+1

Xn+1

Xn+1 ⊕ Y n+1

dn
X

dn
Y

0

0

実際，まずXn → Y n+1, Y n → Xn+1をそれぞれ 0-写像とし，Xn+1 ⊕ Y n+1に直積の普
遍性を使うことでXn → Xn+1 ⊕ Y n+1, Y n → Xn+1 ⊕ Y n+1が定まり，次にXn ⊕ Y nに
直和の普遍性を使うことでXn ⊕ Y n → Xn+1 ⊕ Y n+1が定まる．これが dn

X ⊕ dn
Y と複体

の間の射の定義を満たすこともわかる．
次に C が Abel圏であるとする．複体の射 f : X → Y が与えられたとき，C がアー

ベル圏であることから各 nごとにKer fnやCoker fnが定義される．このとき，例えば，
Ker fn → Ker fn+1 → Ker fn+2なる複体が定まることを言えばよい．

Ker fn Ker fn+1 Ker fn+2

Xn+2Xn+1Xn

Y n Y n+1 Y n+2

0 0

0

まず ker fn+1,￥Kerfn+2の普遍性から写像Ker fn → Ker fn+1, Ker fn+1 → Ker fn+2

が定義できる．この合成が 0になることは，Xn → Xn+1 → Xn+2の合成が 0であるこ
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ととKer fn+2の普遍性による．
Coker f が定義できることも同様．またCoim f = Im f もCがアーベル圏であること

から従う． ■

定義 3.4. k ∈ Z, X ∈ Ob (C(C))とし，複体X[k]を

X[k]n = Xn+k，dn
X[k] = (−1)kdn+k

X

とすることによって定義し，複体の射 f : X → Y に対して

f [k] : X[k] → Y [k]; f [k]n = fn+k

と定義する．これによって定義される函手

[k] : C(C) → C(C)

を次数 kの Shift函手という．

次にホモトピー圏を導入する．

定義 3.5.

(1) C(C)の射 f : X → Y が 0に homotopicとは，sn : Xn → Y n − 1であって

fn = sn+1 ◦ dn
X + dn−1

y ◦ sn

を満たすものが存在することを言う．
Xn+1XnXn−1

Y n−1 Y n Y n+1

sn sn+1

f が gに homotopicとは f − gが 0に homotopicであることを言う．
(2) Ht(X,Y ) ⊂ HomC(C)(X,Y )を 0に homotopicな射のなす部分群とする．このとき
C上の homotopy圏K(C)を

Ob(K(C)) = C(C), HomK(C)(X,Y ) = HomC(C)(X,Y )/ Ht(X,Y )

によって定義する．Kb(C),K+(C),K−(C)も同様に定義する．

Claim 3.6. K(C)はwell-definedに定まる．

[証明] 合成則において

Ht(X,Y ) × HomC(C)(Y, Z) → Ht(X,Z)

HomC(C)(X,Y ) × Ht(Y, Z) → Ht(X,Z)
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となることを示せばよい．これはすぐに計算できる．
Xn+1XnXn−1

Y n−1 Y n Y n+1

sn sn+1

Zn−1 Zn Zn+1

以下，この節では，Cをアーベル圏とする．
コホモロジー群を定義しよう．

定義 3.7. X ∈ Ob(C(C))に対して，

Zk(X) := Ker dk
X ,

Bk(X) := Im Dk−1
X ,

Hk(X) := Coker(Bk(X) → Zk(X)) = Ker dk
X/ Im dk−1

X

と定義する．このHk(X)を k次コホモロジー群という．

Claim 3.8. Hk(∗)はC(C) → Cなる加法的函手を定め，Hk(X) = H0(X[k])である．

[証明] 後半は明らか．前半を示す．

4 写像錘
C は，ひとまず加法圏とする．ここでは，ホモトピー圏 K(C)が，次節で定義する

「三角圏」となっていることの証明をする．そのための概念としてまず写像錘 (Mapping

Cone)と特三角 (distinguished triangle)を導入する．

4.1 行列記法

以下，頻繁に用いる記法として「行列記法」について述べておこう．
S, T を有限添字集合とし，X = ⊕t∈T Xt, Y = ⊕s∈SYsとする (Xt ∈ Ob C, Ys ∈ Ob C)．

このとき，埋め込み it : Xt → X, i′s : Ys → Y，射影 pt : X → Xt, p
′
s : Y → Ysを考える．

f : X → Y なる射に対して，

fst := p′s ◦ f ◦ it ∈ Hom(Xt, Ys)

と定義することにより，f に対して行列 (fst)s∈S,t∈T が定まる．逆に，直積と直和の普遍
性から行列 (fst)から f は一意的に定まる．

21



Xt ⊕ Xt′

Xt

Xt′ Ys′

Ys

Ys ⊕ Ys′

fs′t

fst′

fs′t′

fst

it

it′

p′s

p′s′

射の合成が行列の積に対応していることは明らかである．

4.2 写像錘と特三角

定義 4.1. f : X → Y の写像錘M(f)とは，

M(f)n = Xn+1 ⊕ Y n, dn
M(f) =

(
−dn+1

X 0

fn+1 dn
Y

)

によって定まる複体のことを言う．さらに，写像α(f) : Y → M(f), β(f) : M(f) → X[1]

をそれぞれ

α(f)n =

(
0

idY n

)
, β(f)n =

(
idXn+1 0

)
によって定義する．

次の補題は，K(C)が「三角圏」であることを示すために用いる．

補題 4.2. f : X → Y に対して，K(C)における isomorphism

φ : X[1] → M(α(f))

が存在して，次の図式を可換にする；

Y
α(f)−−−→ M(f)

β(f)−−−→ X[1]
−f [1]−−−→ Y [1]yidY

yidM(f)

y∃φ

yidY [1]

Y
α(f)−−−→ M(f)

α(α(f))−−−−→ M(α(f))
β(α(f))−−−−→ Y [1]

[証明] φ : X[1] → M(α(f)), ψ : M(α(f)) → X[1]を次で構成する；

φn : X[1]n → M(α(f))n :

 −fn+1

idXn+1

0

 , ψn : M(α(f))n → X[1]n :
(

0 idXn+1 0
)

.

このとき，次の (a)～(e)が成り立つことが示されれば良い．
(a) φ = (φn), ψ = (ψn)はともに複体の間の射となる．
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(b) ψ ◦ φ = idX[1]．
(c) φ ◦ ψ ∼ idM(α(f))．
(d) ψ ◦ (α(α(f))) = β(f)．
(e) β(α(f)) ◦ φ = −f [1]．
このうちで，(c)以外はすべて行列の積をそのまま計算すればよい．(c)は

sn : M(α(f))n → M(α(f))n−1;

 0 0 idY n

0 0 0

0 0 0


とすれば，行列の計算により

idM(α(f))n − φn ◦ ψn = sn+1 ◦ dn
M(α(f)) + dn−1

M(α(f)) ◦ sn

が成り立つことから従う． ■
写像錘を用いて三角図式と特三角を定義しよう．

定義 4.3. K(C)の三角図式とは，X → Y → Z → X[1]なる複体の列のことを言い，
三角図式の間の射とは，

φ : X[1] → M(α(f))

が存在して，次の図式を可換にする；

X −−−→ Y −−−→ Z −−−→ X[1]yφ

y y yφ[1]

X ′ −−−→ Y ′ −−−→ Z ′ −−−→ X ′[1]

なる可換図式をみたすものを言う．
次に，K(C)の三角図式X → Y → Z → X[1]が特三角であるとは，f : X ′ → Y ′が存

在して，X ′ f−→ Y ′ α(f)−→ M(f)
β(f)−→ X ′[1]にK(C)で isomorphicであるときを言う．

4.3 ホモトピー圏K(C)が「三角圏」であること

定理 4.4. K(C)において次が成立．
(TR0) 特三角に同型な三角図式は特三角．

(TR1) X
idX−→ X → 0 → X[1]は特三角．

(TR2) K(C)の任意の射 f : X → Y は特三角X
f−→ Y → Z → X[1]と伸ばせる．

(TR3) X
f−→ Y

g−→ Z
h−→ X[1]が特三角⇔ Y

g−→ Z
h−→ X[1]

−f [1]−→ Y [1]が特三角．

(TR4) 2つの特三角X
f−→ Y → Z → X[1], X ′ f ′

−→ Y ′ → Z ′ → X ′[1]に対して，可換
図式

X
f−−−→ Yyu

yv

X ′ −−−→
f ′

Y ′
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は三角図式の射に伸ばせる；すなわち，

X
f−−−→ Y −−−→ Z −−−→ X[1]yu

yv

y∃w

yu[1]

X ′ −−−→
f ′

Y ′ −−−→ Z ′ −−−→ X ′[1]

とできる．
(TR5)［八面体公理］ 3つの三角図式

X
f−→ Y → Z ′ → X[1]

Y
g−→ Z → X ′ → Y [1]

X
g◦f−→ Z → Y ′ → X[1]

に対して，ある特三角Z ′ → Y ′ → X ′ → Z ′[1]が存在して，次の図式を可換にする；

X
f−−−→ Y −−−→ Z ′ −−−→ X[1]yidX

yv

y yidX[1]

X −−−→
g◦f

Z −−−→ Y ′ −−−→ X[1]yf

yidZ

y y
Y −−−→

g
Z −−−→ X ′ −−−→ Y [1]yu

yv

yidX′

yu[1]

Z ′ −−−→ Y ′ −−−→ Z ′ −−−→ Z ′[1]

Y ′

Z ′ X ′

X

Y

Z

+1

+1
+1

+1

f g

g ◦ f

[証明] (TR0)は明らか．(TR2)は，定義によりX
f−→ Y −→ M(f) → X[1]が特三角

なので明らか．
0 → Xに対して，M(0) = Xであることに注意すると，定義により0 → X → X → 0は

特三角．従って，(TR3)が示されれば，この特三角をひとつ動かしてX → X → 0 → X[1]

が特三角となる．従って (TR1)が成立する．以下，(TR3),(TR4),(TR5)をそれぞれ示
す．
(TR3)の証明
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(⇒)を示す．X → Y → Z → X[1]が特三角との仮定より

X
f−−−→ Y −−−→ Z −−−→ X[1]y y y y

X ′ −−−→
f ′

Y ′ −−−→ M(f ′) −−−→ X ′[1]

なるK(C)の同型が存在する．この同型から

Y −−−→ Z −−−→ X[1] −−−→ Y [1]y y y y
Y ′ −−−→ M(f ′) −−−→ X ′[1] −−−→ Y ′[1]

なる同型が従う．ここで前の補題を使うと下の複体の列に関して

Y ′ −−−→ M(f ′) −−−→ X ′[1] −−−→ Y ′[1]y y y y
Y ′ −−−→ M(f ′) −−−→ M(α(f ′)) −−−→ Y ′[1]

なる同型が存在する．この下の複体の列は定義により特三角である．従って Y → Z →
X[1] → Y [1]が特三角であることが従う．

(⇐)を示す．Y → Z → X[1] → Y [1]が特三角であるとすると，

Y −−−→ Z −−−→ X[1] −−−→ Y [1]y y y y
U

a−−−→ V −−−→ M(a) −−−→ U [1]

なる同型が存在する．そこで下の列を 2つ移動して

U [−2]
a−−−→ V [−2] −−−→ M(a)[−2] −−−→ U [−1]

を考える6．このとき，

M(a)[−2] = M(a[−2])

であることがM(a)と [−2]の定義により直接確かめられる．従ってこの複体の列は

U [−2]
a−−−→ V [−2] −−−→ M(a[−2]) −−−→ U [−1]

にほかならず，これは定義により特三角であるから，

Y [−2] −−−→ Z[−2] −−−→ X[−1] −−−→ Y [−1]

が特三角．(TR3)の (⇒)を繰り返し用いることで

X −−−→ Y −−−→ Z −−−→ X[1]

62つ戻さないと次の主張が符号分ずれて成立しない．
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が特三角であることが従う．
(TR4)の証明

(TR0)があるのでZ = M(f), Z ′ = M(f ′)として一般性を失わない．そこで

X
f−−−→ Y −−−→ M(f) −−−→ X[1]yu

yv

y∃w

yu[1]

X ′ −−−→
f ′

Y ′ −−−→ M(f ′) −−−→ X ′[1]

をみたすwを構成すればよい．まずK(C)の定義より，与えられた可換図式において

vn ◦ fn − f ′n ◦ un = sn+1 ◦ dn
X + dn−1

Y ′ ◦ sn

となる sn : Xn → Y ′n−1が存在するので，これを用いて

wn :=

(
un+1 0

sn+1 vn

)
: M(f)n = Xn+1 ⊕ Y n → X ′n+1 → Y ′n = M(f ′)

を定義する．このとき，次が成り立つ．
(a) w = (wn)は複体の間の射である．
(b) w ◦ α(f) = α(f ′) ◦ v．
(c) u[1] ◦ β(f) = β(f ′) ◦ w．
証明はいずれも行列の計算である．

(TR5)の証明
(TR4)と同様Z ′ = M(f), X ′ = M(g), Y ′ = M(g ◦ f)としてよい．そこで

Z ′ −−−→
u

Y ′ −−−→
v

X ′ −−−→
w

Z ′[1]

を次で定義する；

un : M(f) = Xn+1 ⊕ Y n → Xn+1 ⊕ Zn = M(g ◦ f) :

(
idXn+1 0

0 gn

)
,

vn : M(g ◦ f) = Xn+1 ⊕ Zn → Y n+1 ⊕ Zn = M(g) :

(
fn+1 0

0 idZn

)
,

wn := α(f)[1]n ◦ β(g)n : M(g) = Y n+1 ⊕ Zn → Xn+2 ⊕ Y n+1 = M(f)[1];

(
0 0

idY n+1 0

)
.

このとき，題意の図式の可換性は作り方から明らか．そこで

Z ′ −−−→
u

Y ′ −−−→
v

X ′ −−−→
w

Z ′[1]

が特三角であることを示せばよい．そのために，M(u)n = M(f)n+1 ⊕ M(g ◦ f)n =

X n + 2 ⊕ Y n+1 ⊕ Xn+1 ⊕ Znに注意して

φn : M(u)n → M(g)n :

(
0 idY n+1 fn+1 0

0 0 0 idZn

)
,

ψn : M(g)n → M(u)n :


0 0

idY n+1 0

0 0

0 idZn

 ,
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と定義する．このとき，次が成り立つ．
(a) φ, ψは複体の間の射である．
(b) φ ◦ α(u) = v, β(u) ◦ ψ = w．
(c) φ ◦ ψ = idX′ , ψ ◦ φ ∼ idM(u)．
このうち (a),(b)および (c)の前半は行列の計算．(c)の後半は

sn : M(u)n → M(u)n−1 :


0 0 idXn+1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


を使う． ■

5 三角圏
ここでは三角圏の性質について述べる．

定義 5.1. 加法圏 C とその自己同型 T および C の三角図式の族（この族の元を特三
角と呼ぶ）の組が三角圏であるとは，前節の定理においてX[1]を T (X)に読み替えて得
られる 6つの公理 (TR0)～(TR5)を満たすことを言う．

前節の定理は，K(C)が，自己同型 [1]と特三角によって三角圏となることを示して
いる．

定義 5.2. 2つの三角圏 (C, T ), (C ′, T ′)の間の射とは，加法的函手 F : C → C ′であっ
て次の 2条件を満たすものを言う．
(i) F ◦ T ∼= T ′ ◦ F．
(ii) Cの特三角をC ′の特三角に移す．

以下，この節ではひとまずCを加法圏，Aをアーベル圏とする．

定義 5.3. 加法的函手 F : C → Aがコホモロジー函手であるとは，任意の特三角
X → Y → Z → T (X)に対して，F (X) → F (Y ) → F (Z)が完全列となることを言う．

ここで F k = F ◦ T kとおくと，三角圏の公理 (TR3)とコホモロジー函手の定義に
よって，任意の特三角X → Y → Z → T (X)に対し，

· · · → F k−1(Z) → F k(X) → F k(Y ) → F k(Z) → F k+1(X) → · · ·

なる長完全列ができる．
コホモロジー函手の例は，Hom(W, ∗), Hom(∗,W )とH(∗)である．

命題 5.4. Cを三角圏とする．
(1) X

f−→ Y
g−→ Z → T (X)が特三角ならば g ◦ f = 0．

(2) 任意のW ∈ Ob Cに対して，HomC(W, ∗), HomC(∗,W )はともにコホモロジー函手
である．

27



[証明] (1) (TR1)よりX → X → 0 → T (X)は特三角．また，可換図式

X
idX−−−→ XyidX

yf

X −−−→
f

Y

に注意すると，(TR4)から特三角の間の射に伸ばせて

X
f−−−→ X −−−→ 0 −−−→ X[1]yidX

yf

y∃φ

yidX [1]

X −−−→
f

Y −−−→
g

Z −−−→ X[1]

となる．従って g ◦ f = φ ◦ 0 = 0．
(2) X → Y → Z → T (X)が特三角のとき，

HomC(W,X) → HomC(W,Y ) → HomC(W,Z)

が完全であることを示す．(1)から Im ⊂ Kerが従うので，g ◦ φ = 0を満たす任意の
φ ∈ HomC(W,Y )に対して，f ◦ ψ = φとなる ψ ∈ HomC(W,X)が存在すればよい．
そのために，(TR1)からできる特三角W → Wto0 → T (W )を (TR3)でまわして

W → 0 → T (W ) → T (W )なる特三角を作り，可換図式

W
0−−−→ 0yφ

y0

Y −−−→
g

Z

を考え，(TR3)によって得られる特三角 Y → Z → T (X) → T (Y )との間の三角図式の
射に (TR4)を用いて伸ばす；

W
0−−−→ 0 −−−→ T (W ) −−−→ T (W )yφ

y0

y∃
yT (φ)

Y −−−→
g

Z −−−→ T (X) −−−→ T (Y )

これをひとつ戻すことによって，

W
idW−−−→ W −−−→ 0 −−−→ T (W )y∃ψ

yφ

y0

yT (ψ)

X −−−→
f

Y −−−→
g

Z −−−→ T (X)

となる ψが取れて，f ◦ ψ = φとなる． ■

命題 5.5. Cがアーベル圏のとき，H0(∗) : K(C) → Cはコホモロジー函手．
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[証明] X
f

Y → M(f) → X[1]に対して，完全列

0 → Y
α(f)−→ M(f)

β(f)−→ X[1] → 0

が存在する．従ってH0をとることにより完全列

H0(Y ) → H0(M(f)) → H0(X[1]) → 0

が得られるので，H0はコホモロジー函手． ■
この節の終わりに，擬同型を定義しておこう．

定義 5.6. C をアーベル圏とし，f : X → Y をK(C)の射とするとき，f が擬同型
(quasi-isomorphism)であるとは，Hn(f)が任意のnで同型であることを言う．擬同型を
“ qis”と略記することが多い．

Claim 5.7.

f が qis ⇔ Hn(M(f)) = 0 (∀n)．

[証明] X → Y → M(f) → X[1]なる特三角から，コホモロジー函手H0によって
できる長官前列

H0(X) → H0(Y ) → H0(M(f)) → H1(X) → H1(Y ) → H1(M(f)) → · · ·

を考える．f が qisならH0(X) ∼= H0(Y ), H1(X) ∼= H1(Y )によりH0(M(f)) = 0．以
下同様に Hn(M(f)) = 0．逆にすべての nについて Hn(M(f)) = 0なら完全性から
Hn(X) ∼= Hn(Y )，つまり f が qis． ■

6 圏の局所化
ここでは，導来圏の定義に欠かせない圏の局所化について述べる．

6.1 圏の局所化─構成─

まず乗法系 (multiplicateive system)を定義する．

定義 6.1. Cを圏とし，SをCの射の族とする．Sが乗法系であるとは，次の (S1)～
(S4)を満たすことを言う；
(S1) 任意のX ∈ Ob Cに対して，idX ∈ S．
(S2) f, g ∈ Sに対して，g ◦ f が存在すれば，g ◦ f ∈ S．
(S3) 次の形の任意の図式

Zyg∈S

X −−−→
f

Y

29



に対して，∃W ∈ Ob C, ∃h ∈ Sであって
W −−−→ Zyh

yg

X −−−→
f

Y

をみたすものが存在する．さらに，上で矢印を逆にした条件も成り立つ．
(S4) f, g ∈ HomC(X,Y )に対して次は同値．

(i) Sに属する t : Y → Y ′が存在して，t ◦ f = t ◦ g．
(ii) Sに属する s : X ′ → Xが存在して，f ◦ s = f ◦ s．

次に定義するのは，この乗法系を用いた圏の局所化である．

定義 6.2. Cを圏，Sを乗法系とする．このとき，SによってCを局所化した圏CSと
は，次で定義される圏のことを言う；

(i) Ob CS = Ob C．
(ii) X,Y ∈ Ob CSに対して，

HomCS
(X,Y ) := {(X ′, s, f); X ′ ∈ Ob C, S 3 s : X ′ → X, f : X ′ → Y } /R

ただし，ここで (X ′, s, f) ∼R (X
′′
, t, g)とは，

X ′

X Y

X
′′

X
′′′

s f

t g

u

を満たすX
′′′ ∈ Ob C, u ∈ Sが存在することとする．

(iii) (X ′, s, f) ∈ HomCS
(X,Y ), (Y ′, t, g) ∈ HomCS

(Y, Z)に対して，合成則を

(X ′, s, f) ◦ (Y ′, t, g) := (X
′′
, s ◦ t′, g ◦ h)

とする．ただしここでX
′′
, t′ ∈ S, hは

X ′

X Y

s f

Y ′

t g

Z

X
′′

t′ h

なるものとする．(実際 (S3)からそのようなX
′′
, t′, hがとれる．)

Remark 6.3. 上の定義に関しては次の 4点を証明することが残っている7．
(a) ∼Rは同値関係である．

7この部分について，局所化した圏の射の族が集合となっていることのチェックが抜けているとの指摘を
T.O.氏 (広工大)から頂きました．ご指摘ありがとうございました．なお，集合となるためには，enough
injective(or enoughtprojective)プラスαの条件が必要だとのご指摘でしたが，筆者はまだ理解できてい
ません．
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(b) 合成則はwell-definedである．
(c) 合成則は結合的である．
(d) CSは圏となる．（idX ∈ HomCS

(X,Y )であって，f ◦ id = f, id ◦ g = gを満たす．）

6.2 圏の局所化─普遍性─

ここでは圏の局所化の普遍性について述べる．これを見れば，圏の局所化が加群の局
所化などのひとつの一般化であることがわかるだろう．

定義 6.4. Cを圏，Sをその乗法系とし，CS を Cの Sによる局所化とする．このと
き自然な函手Q : C → CSを

Q(X) = X (X ∈ Ob C), Q(f) = (X, idX , f) (f ∈ HomC(X,Y ))

によって定義する．

次の命題が局所化の普遍性について述べたものである．

命題 6.5. Cを圏，Sをその乗法系とし，CS を Cの Sによる局所化，Qを自然な函
手とするとき，次が成り立つ．
(1) s ∈ Sに対してQ(s)はCSで同型射となる．
(2) CSは次の普遍性を満たすものとして一意的に存在する；すなわち，C ′を任意の圏と
し，函手 F : C → C ′が Sのすべての射をC ′の同型射にうつすとき，F はQ : C → CS

を一意的に経由する．

C C ′

CS

Q

F

[証明] (1) (X, idX , s)が左右の逆射を持つことを示す．まず，

(X, idX , s) ◦ (X, s, idX) = (X, idX , idX)

であることは明らか．

X Y X

X X

X

s s
idX

idX

idX idX

次に，

(X, s, idX) ◦ (X, idX , s) = (X, s, s)
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であることはすぐにわかる．ところがこれは (Y, idY , idY )と同値となる．
X

Y Y

Y

X

s

idY idY

s
idX

s

ª

YX

X X

X

s s
idX

idX

idX idX

Y

YY

X

ss=

以上により (1)が示された．
(2) 存在の一意性はいつもの議論なので読者に任せる．
G : CS → C ′を

G(X) = X (X ∈ Ob C), G(X ′, s, f) = F (f)F (s)−1 : F (X) → F (Y ) (f ∈ Hom(X,Y ))

によって定義する．このとき，G ◦ Q = F は明らか．Gがwell-definedであることを確
かめる．

X ′

X Y

X
′′

X
′′′

s f

s′ f ′

u

F (X ′)

F (X) F (Y )

F (X
′′
)

F (X
′′′
)

F (s) F (f)

F (s′) F (f ′)

F (u)

v

w F (w)

F (v)

これは

F (f) ◦ F (s)−1 = F (f) ◦ F (v) ◦ F (u)−1 = F (f ′) ◦ F (w) ◦ F (u)−1 = F (f ′) ◦ F (s′)−1

となることから従う．Gの一意性は作り方から． ■

6.3 充満部分圏の局所化

あとで導来圏の構造を調べる際には，もともとの圏Cではなく，その充満部分圏とし
て性質の良いものをとってきて，その局所化（導来圏）ともとの導来圏との圏同値をつ
くる．そのための準備となる内容をここでは述べる．

命題 6.6. Cを圏とし，C ′ ⊂ Cを充満部分圏，SをCの乗法系とする．S ′をC ′の射
の族であってSに含まれるものの全体とし，C ′でも乗法系となっていると仮定する．こ
のとき，次の (i)か (ii)のいずれかが成り立っているとき，C ′

S′はCSの充満部分圏とな
る；

(i) f : X → Y ∈ Ob C ′が Sに属すなら，g : W → Xであって f ◦ g ∈ Sとなるよう
なW ∈ Ob C ′と gが存在する．
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(ii) (i)の矢印を逆にしたもの；すなわち，f : Y → X (Y ∈ Ob C ′)が Sに属すなら
ば，g : X → W ∈ Ob C ′かつ g ◦ f ∈ SとなるようなW と gが存在する．

[証明] HomC′
S′ (M,N) → HomCS

(M,N)が全単射であることを示す．この写像は，
単に左側の射の同値類を右側の射の同値類に移すものである．
単射性．(L, s, f), (K, t, g)がCSで同値であるとすると，∃U ∈ Ob CSであって t ◦ v =

s ◦ u ∈ Sとなる u : U → L, v : U → Kが存在する；
このとき条件 (i)のもとでは，S 3 s ◦ u : U → M ∈ Ob C ′に対して

Ob C ′
S′ 3 ∃V

w−→ U
s◦u−→ M

であって t ◦ v ◦w = s ◦ u ◦w ∈ Sとなるものが存在する．これによって次の可換図式が
できるので，両者の射はC ′

S′で同値となる．これで単射性が従う．
L

M N

K

V

s f

t g

u ◦ w

v ◦ w

L

M N

K

U

s f

t g

u

v

全射性．CSの射 (L, s, f)に対し，s : L → M に条件 (i)を用いることで

Ob C ′
S′ 3 ∃U

u−→ L
s−→ M

かつ s ◦ u ∈ Sとなる．こうして
U

M N

s ◦ u f ◦ u

なるC ′
S′の射の像となる．これで全射性が従う． ■

6.4 null systemによる局所化

導来圏を得る場合にもそうだが，三角圏において乗法系をつくるためのひとつの方
法として null systemを用いる方法がある．それを述べ，局所化の普遍性，充満部分圏
に関する前節の結果を読み替える．

定義 6.7. Cを三角圏とし，N をOb Cの部分族とする．このとき，N が null system

であるとは，次の 3条件を満たすことを言う；
(N1) 0 ∈ N．
(N2) x ∈ N ⇔ T (X) ∈ N．
(N3) X → Y → Z → T (X)が特三角であってX,Y ∈ N ならばZ ∈ N．
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命題 6.8. Cを三角圏とし，NをCの null systemとする．このときCの射の族S(N)

を

S(N) := {f : X → Y |f はX
f−→ Y → Z → X[1] (Z ∈ N)なる特三角に伸ばせる }

で定める．このとき，S(N)はCの乗法系となる．

[証明] (TR1)から X
idX−→ X → 0 → T (X)は特三角であり，0 ∈ N であるから

idX ∈ S(N)．よって (S1)は成立．
(S2)を示す．f, g ∈ S(N)とすると，それぞれ

X
f−→ Y → Z ′ → T (X)

Y
g−→ Z → X ′ → T (Y )

と伸ばせる．ただし，Z ′, X ′ ∈ N である．このとき，g ◦ f は (TR2)によって

X
g◦f−→ Z → Y ′ → T (X)

に伸ばせるが Y ′ ∈ N であるかどうかはわからない．しかし，(TR5)から

Z ′ → Y ′ → X ′ → T (Z ′)

なる特三角が存在するので，これを (TR3)によってまわすことで

X ′ → T (Z ′) → T (Y ′) → T (X ′)

なる特三角を得る．ここでX ′ ∈ N であった．(N2)に注意すればZ ′ ∈ N ⇔ T (Z ′) ∈ N

である．よって (N3)により T (Y ′) ∈ N が従う．再び (N2)により Y ′ ∈ N．これは
g ◦ f ∈ S(N)を意味する．

(S3)を示す．X
f−→ Y

g∈S(N)←− Zとする．g ∈ S(N)より

Z
g−→ Y

k−→ X ′ → T (Z)

なる特三角に伸ばせる．(X ′ ∈ N．)そこで k ◦ f : X → X ′を (TR2)によって

X
k◦f−→ X ′−→W ′ → T (X)

に伸ばす．この 2つの完全列と可換図式

X
k◦f−−−→ X ′yf

yidX′

Y −−−→
k

X ′

を特三角の間の射に伸ばして

X
k◦f−−−→ X ′ −−−→ W ′ −−−→ T (X)yf

yidX′

y∃
y

Y −−−→
k

X ′ −−−→ T (Z) −−−→ T (Y )
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ができる．これをまわして

W ′[−1]
h−−−→ X

k◦f−−−→ X ′ −−−→ W ′y yf

y y
Z −−−→

g
Y −−−→

k
X ′ −−−→ T (Z)

を得る．ここでX ′ ∈ Nであり，h ∈ S(N)となる．W = W ′[−1]とすれば図式の可換性
も上から従う．

(S4)は次が同値であることを示せばよい．
(i’) S(N) 3 t : Y → Y ′かつ t ◦ f = 0．
(ii’) S(N) 3 s : X ′ → Xかつ f ◦ s = 0．

(i’) ⇒ (ii’)のみ示す．
t ∈ S(N)より，

Y
t−→ Y ′−→Z → T (Y )

なる特三角に伸ばせる．ここでZ ∈ N．一方，特三角X → X → 0 → T (X)から (TR3)

でまわしてできる特三角X → 0 → T (X) → T (X)と可換図式

X
0−−−→ 0yf

y0

Y −−−→
t

Y ′

を (TR4)によって特三角の間の射

X −−−→ 0 −−−→ T (X) −−−→ T (X)y yf

y y
Y −−−→

t
Y ′ −−−→ Z −−−→ T (Y )

に伸ばして，ひとつまわすことで

X
idX−−−→ X −−−→ 0 −−−→ T (X)

h

y yf

y y
Z −−−→

g
Y −−−→ Y ′ −−−→ T (Z)

を得る．ここで f = g ◦ hとなることに注意する．
今度は，hを

X
h−→ Z−→Z ′ → T (X)

に伸ばし，可換図式

X
h−−−→ Zyf

yg

Y −−−→
t

Y
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を三角図式の射

X −−−→ Z −−−→ Z ′ −−−→ T (X)

h

y y y y
Y −−−→ Y −−−→ 0 −−−→ T (Y )

に伸ばして，ひとつもどすことで特三角の間の射

X ′ s−−−→ X −−−→ Z −−−→ T (X ′)y f

y y y
0 −−−→ Y −−−→ Y −−−→ 0

が得られ，f ◦ s = 0．Z ∈ N より s ∈ S(N)も従う． ■
以下，CS(N)を単にC/N などと略記する．
次は局所化の普遍性を言い換えたものである．

命題 6.9. Cを三角圏，N を null systemとするとき次が成り立つ．
(1) C/N はCの特三角と同型なものを特三角とすることで再び三角圏となる．
(2) Q : C → C/N に対して，X ∈ N ならQ(X) ∼= 0．
(3) F : C → C ′が F (X) ∼= 0 (∀X ∈ N)を満たすならば，Qを一意的に経由する．

[証明] (1)は明らか．(2)は，0 → X → X → 0なる特三角でX ∈ Nより 0 ∈ S(N)

である．よってQ(0) = 0はC/N の同型射となるので，Q(X) ∼= 0．(3)は明らか． ■
次の命題は充満部分圏に関する結果を読み替えたものである．

命題 6.10. Cを三角圏，N をCの null systemとする．C ′をCの充満三角部分圏と
する；すなわち，X,Y, Z ∈ Ob C ′に対してX → Y → Z → T (X)がC ′の特三角ならば
Cでも特三角であるとする．N ′ = N ∩ Ob C ′とおく．このとき次が成り立つ．
(1) N ′はC ′の null systemとなる．
(2) 上記の設定に加えてさらに，Cの任意の射Ob C ′ 3 Y → Z ∈ N は，N ′の元を経由
するとする．このときC ′/N ′はC/N の充満部分圏となる．

[証明] (1) (N1),(N2)は明らか．(N3)はX ′, Y ′ ∈ N ′, Z ′ ∈ Ob C ′に対してX ′ →
Y ′ → Z ′ → T (X ′)がC ′の特三角なら，Cの特三角なのでZ ′ ∈ N が成り立つことから．
(2) 充満部分圏に関する局所化の命題における条件 (i)を確かめればよい．そこで，f :

X → Y ∈ Ob C ′なる S(N)の射に対して，

X
f−→ Y → Z → T (X)

なる特三角に伸ばす．ここで Z ∈ N なので，(2)の仮定から Y → ZはN ′の元 Z ′を経
由する．

Y Z

Z ′ ∈ N ′

∃φ ∃ψ

36



そこで φ, ψをそれぞれ特三角に埋め込み，特三角X
f−→ Y → Z → T (X)とあわせて

(TR5)を用いると

Y
φ−−−→ Z ′ −−−→ W −−−→ T (Y )yid

yψ

y yid

Y −−−→
ψ◦φ

Z −−−→ T (X)
−T (f)−−−→ T (Y )yφ

yid

y y
Z ′ −−−→

ψ
Z −−−→ U −−−→ T (Z ′)y y yid

y
W −−−→ T (X) −−−→ U −−−→ T (W )

なる可換図式が成り立つ．右上の可換図式から
W [−1] Y

X

f

©

となるW [−1]がとれた．しかもW → T (Y ) → T (Z ′) → T (W )は特三角でありZ ′ ∈ N ′

より T (Z ′) ∈ N ′となるからW → T (Y )は S(N ′)に属することが従う．以上により条件
(i)が成り立つことが確かめられた． ■

7 導来圏
この節では，Cをアーベル圏とする．ここでは導来圏を導入し，うまい充満部分圏が

とれるときのD+(C)の構造を調べる．

7.1 導来圏の定義

null systemを用いてK(C)を局所化することで導来圏を導入する．

Claim 7.1.

(1) N = {X ∈ ObK(C); Hn(X) = 0 ∀n}とおく．これはK(C)の null system．
(2) (1)のN に対して，S(N)はK(C)の擬同型を含む．

[証明] (1) (N1),(N2)は明らか．(N3)は特三角X → Y → Z → X[1]からコホモロ
ジー函手H0によってできる完全列

H0(X) → H0(Y ) → H0(Z) → H1(X)

を考える．X,Y ∈ N ならH0(X) = Hn(Y ) = H1(X) = 0であるからH0(Z) = 0が従
う．あとは同様．よってZ ∈ N．
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(2) f : X → Y が擬同型ならば，X
f−→ Y → Z → X[1]なる特三角からできる完全列

Hn(X) ∼= Hn(Y ) → Hn(Z) → Hn+1(X) ∼= Hn+1(Y )

を考えればHn(Z) = 0となり，Z ∈ N が従う．よって f ∈ S(N)． ■

定義 7.2. D(C) = K(C)/NをCの導来圏と呼ぶ．Db(C),D+(C),D−(C)も同様に定
義する．

Remark 7.3. Hn(∗) : K(C) → CはX ∈ N のときHn(X) = 0であることから，Q

を経由するので，これを単にHn(∗) : D(C) → Cとかく．

命題 7.4.

(1) Db(C)[resp. D+(C),D−(C)]は

Hn(X) = 0 (|n| >> 0 [resp. n << 0, n >> 0])

なるXからなるD(C)の充満部分圏となる．
(2) C → K(C) → D(C)によってC自身を

Hn(X) = 0 (n 6= 0)

なるXからなるD(C)の充満部分圏となる．

補題 7.5. Cをアーベル圏とし，0 → X
f−→ Y

g−→ Z → 0なる完全列に対し，M(f)

を f の写像錘とする．このとき，

φn : M(f)n → Zn; (0, gn)

とすると，φ = {φn} : M(f) → Zは複体の射であって，g = φ ◦ α(f)を満たし，さらに
φは擬同型となる．

[証明] φが複体の射であることは行列の計算．後半は，完全列

0 → M(idX)
γ−→ M(f)

φ−→ Z → 0

に注意する．ただし，ここで

γn =

(
idXn+1 0

0 fn

)
とする．この完全列においてM(idX) = 0であるからHn(M(f)) ∼= Hn(Z)となる．よっ
て φは擬同型となる． ■
この命題によりD(C)においては，完全列 0 → X → Y → Z → 0に対して三角図式

の間の射

X
f−−−→ Y

g−−−→ Z
h=β(f)◦φ−1

−−−−−−−→ T (X)

id

y id

y φ−1

y id

y
X

f−−−→ Y
α(f)−−−→ M(f)

β(f)−−−→ T (X)

が同型となる．このことは，導来圏D(C)においては，完全列に付随して特三角が得ら
れることを意味している．
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7.2 充満部分圏の導来圏

命題 7.6. Cをアーベル圏，Iを充満加法部分圏とし，条件

(*) 「∀X ∈ Ob Cに対して，X ′ ∈ Ob(I)と完全列 0 → X → X ′なる
完全列が存在する．」

を満たしているとする．このとき次が成立する．
(1) ∀X ∈ Ob(K+(C))に対して，X ′ ∈ Ob(K+(I))であって f : X → X ′なる擬同型が
存在するようなものがとれる．
(2) N ′ = N ∩ Ob(K+(I))とする．このとき

K+(I)/N ′ → D+(C)

は圏同値を与える．

[証明] (1)から (2)が出ることは次のようにして従う．実際，Ob(K+(I)) 3 Y
f∈S(N)−→

X とする．このとき (1)のことからX ′ ∈ Ob(K+(I))と g : X → X ′なる擬同型がとれ
る．ところが擬同型 g ∈ S(N)であることから，合成 g ◦ f ∈ S(N)となる．これによっ
て充満部分圏の局所化の命題における条件 (ii)がみたされるので，K+(I)/N ′ → D+(C)

は忠実充満となる．一方，∀X ∈ Ob Cに対して，Xと擬同型なOb(K+(I))の元X ′が
とれるので，圏同値が従う．

(1)を示す． ■

7.3 enough injectiveと導来圏

C が“十分豊富な単射的対象を持つ”ならば，導来圏の構造はもっとはっきりする．
ここではそれを述べる．

定義 7.7. 圏 Cが十分豊富な単射的対象を持つ (enough injective)とは，任意のX ∈
Ob Cに対して，ある単射的対象X ′ ∈ Ob Cであって，X → X ′がmonomorphismとな
るようなものが存在することを言う．言い換えると，単射的対象のなす充満部分圏が条
件 (∗)をみたすということに他ならない．

命題 7.8. Cを enough injectiveとし，Iを単射的対象からなる充満部分圏とする．こ
のとき，

K+(I) → D+(C)

は圏同値．

[証明] N ∩ Ob(K+(I)) = 0であること示せばよい．そこでX ∈ Ob(K+(I))かつ
Hn(X) = 0であるとする．このとき，Zn = Ker(dn

X)とおくとHn(X) = 0であること
から

0 → Zn in−→ Xn jn

−→ Zn+1 → 0
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が完全．n << 0ではZn = 0であるから単射的．Xnが単射的であることと nについて
の帰納法によって，すべての nについて Znが単射的であることが従う．従って，上記
の完全列において

kn ◦ in = idZn , jn ◦ tn = idZn+1

をみたす kn : Xn → Zn, tn : Zn+1 → Xnができる．さらに完全列が分裂することから

idXn = in ◦ kn + tn ◦ jn

が成り立っている．ここで

sn = tn−1 ◦ kn : Xn → Xn+1

とおけば

idxn = dn−1
X ◦ sn + sn+1 ◦ dn

X

が成り立つ．よってX ∼= 0． ■

8 導来函手
ここでは導来函手を定義し，その存在について調べる．

8.1 導来函手の定義

C,C ′ をアーベル圏，F : C → C ′ を加法的函手，QC : K+(C) → D+(C), QC′ :

K+(C ′) → D+(C ′)とする．

定義 8.1. 三角圏の射T : D+(C) → D+(C ′)と函手の間の射s : QC′◦K+(F ) → T ◦QC

の組 (T, s)が F の右導来函手であるとは，次の普遍性を満たすときを言う；すなわち，
任意の三角圏の射G : D+(C) → D+(C ′)に対して，

Hom(T,G)
s−→ Hom(QC′ ◦ K+(F ), G ◦ QC)

が同型を与える．
F の右導来函手を単にRF と書き，RnF := Hn ◦RF とかいて n次右導来函手という．

8.2 左完全函手に対する右導来函手の存在

この小節では，F を左完全函手とする．

定義 8.2. I ⊂ Cなる充満部分圏がF -injectiveであるとは，次の 3条件を満たすこと
を言う；
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(1) 条件 (*)を満たす．
(2) 0 → X ′ → X → X

′′ → 0が完全で，X ′, X ∈ Ob IならばX
′′ ∈ Ob Iが成り立つ．

(3) 0 → X ′ → X → X
′′ → 0が完全かつ X ′, X,X

′′ ∈ Ob I ならば，0 → F (X ′) →
F (X) → F (X

′′
) → 0が完全列となる．

Claim 8.3. IをF -injectiveな充満部分圏とすれば，F はK+(I)において 0に擬同型
な対象をK+(C ′)の 0に擬同型な対象に移す．

[証明] X ∈ Ob(K+(I))が0と擬同型であるとする．X : · · · → 0 → X0 → X1 → · · ·
とする．このとき，Zi = Ker di

X とおくことで完全列の族

0 → X0 → X1 → Z1 → 0

0 → Z1 → X2 → Z2 → 0

· · ·

に分解できる．X0, X1 ∈ Ob(K+(I))とF -injectiveの定義により，帰納的にZi ∈ Ob(K+(I))

となる．再び F -injectiveの定義から

0 → F (Zi−1) → F (X i) → F (Zi) → 0

が完全列となる．これは，

· · · → 0 → F (X0) → F (X1) → · · ·

が完全であることを意味し，F (X)は 0に擬同型となる． ■
この claimによって，

QC′ ◦ K+(F ) : K+(I) → K+(C ′) → D(C ′)

はK+(I)/(N ∩ Ob(K+(I))) ∼= D+(C)を経由する；

K+(I) D+(C ′)

K+(I)/(N ∩ Ob(K+(I)))

Q

K+(F )
K+(C ′)

このことから次の命題が従う．

命題 8.4. F -injectiveな充満部分圏 I ⊂ Cが存在すれば，左完全函手 F : C → C ′の
右導来函手は

K+(I)/(N ∩ Ob(K+(I))) → D+(C ′)

となる．

8.3 右導来函手の存在

定理 8.5. A,Bをそれぞれアーベル圏とし，F : A → Bを加法的函手とする．いま，
L ⊂ K(A)なる充満三角部分圏が存在して，次の 2条件を満たしていると仮定する；

(i) K(A)の任意の対象は，ある Lの対象と擬同型．
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(ii) I ∈ Ob(L)が acyclic（すなわち，H i(I) = 0 (∀i)）ならば，F (I)も acyclicとな
る．
このとき，F は右導来函手 (RF, ξ)を持ち，さらに ∀I ∈ Ob(L)に対して

ξ(I) : Q ◦ F (I) → RF ◦ Q(I)

はD(B)の同型写像となる．

[証明] まずFがLの擬同型をK(B)の擬同型に移すことに注意する．実際，I1
s:qis−→ I2

に対して，I1
s−→ I2 −→ J −→ T (I1)なる特三角をつくる；J ∈ N．すると Jは acyclic

であり，(ii)の仮定からF (J)も acyclicとなるのでF (s)は擬同型となる．従って，F は
Lの擬同型をK(B)の擬同型に移す．
このことから F は Lqisを経由する；すなわち F : Lqis → D(B)．

L
F−−−→ K(B)

Q

y yQ

Lqis
F−−−→ D(B)

いま，T : Lqis
∼= D(A)であることから，U : D(A) → Lqisとおき，函手の間の射を

α : 1Lqis
→ U ◦ T, β : 1D(A) → T ◦ U

とおく．このとき，

RF := F ◦ U : D(A) → D(B)

と定義し，

ξ : Q ◦ F → RF ◦ Q = F ◦ U ◦ Q

を以下のようにして定める．まず，圏同値の定義からX ∈ K(A)に対して，

U ◦ Q(X) = Q(I)

となる I ∈ Ob Lをとる．するとD(A)において函手の間の射 βを利用して

β(Q(X)) : Q(X) ∼= T ◦ U(Q(X)) = T (Q(I))

なる同型ができる．これはD(A)の三角圏としての射
Y

I X

s t

によって与えられているとしてよい；s, t ∈ S(N)．すると乗法系の公理によって

W

I X

s′ t′
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ができる；s′, t′ ∈ S(N)．ここで (i)の仮定からW は Ob Lの元であるとしておいて
よい．よって冒頭の注意から F (s′)には D(B)において逆射が存在し，これによって
f(s)−1 ◦ f(t′) : F (X) → F (W ) → F (I)ができる．これを ξ(X)とする；

ξ(X) : Q ◦ F (X) → Q ◦ F (I) = F ◦ Q(I) = F ◦ U ◦ Q(X) = RF ◦ Q(X)

となる．これが導来函手の普遍性を満たすことは読者の演習．また，もしX ∈ Ob Lで
あれば F (t′)も同型となるので後半は明らか． ■

命題 8.6. C,C ′, C
′′
をAbel圏，F : C → C ′, F ′ : C ′ → C

′′
をそれぞれ加法的函手とす

る．このとき，それぞれに右導来函手RF,RF ′が存在するならば，自然な函手の同型

RF ′ ◦ RF ∼= R(F ′ ◦ F )

が成り立つ．

[証明] 実際，

Hom(R(F ′ ◦ F ),RF ′ ◦ RF ) = Hom(Q ◦ F ′ ◦ F,RF ′ ◦ RF ◦ Q)

であり，

α : Q ◦ F → RF ◦ Q

β : Q ◦ F ′ → RF ′ ◦ Q

とすれば，

Q ◦ F ′ ◦ F
β◦F−→ RF ′ ◦ Q ◦ F

RF ′◦α−→ RF ′ ◦ RF ◦ Q

となる． ■

A Example

本文では，ほとんど全くといっていいほど，exampleを述べませんでした．ここでは，
本文に関連する exampleをいくつか紹介します．そのうちいくつかは，いずれ本文の中
に埋め込まれるかもしれません．

A.1 Homと⊗

A.1.1 Homと Ext

定義 A.1. Aをアーベル圏，X,Y ∈ Ob(D(A))とし，i次 hyperextを

Exti(X,Y ) = HomD(A)(X,T i(Y ))

と定義する．
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命題 A.2. 0 → X → Y → Z → 0を複体の完全列とするとき，V · ∈ ObK(A)に対し
て，2つの長完全列

· · · → Exti(V,X) → Exti(V, Y ) → Exti(V, Z) → Exti+1(V,X) → · · ·
· · · → Exti(X,V ) → Exti(Y, V ) → Exti(Z, V ) → Exti+1(X,V ) → · · ·

が得られる．

[証明] 短完全列から特三角X → Y → M(f) → T (X)ができ，M(f)
qis∼= Zであっ

た．この特三角とHomがコホモロジー函手であることとを用いれば，もとめる完全列
を得る． ■

定義 A.3. X,Y ∈ Ob(K(A))とするとき，複体Hom・(X,Y )を

Homn(X,Y ) =
∏
p∈Z

HomA(Xp, Y p+n)

と，f = {fp}p∈Z ∈ Homn(X,Y )に対して，

dnf = {(−1)n+1dp+n
Y ◦ fp + fp+1 ◦ dp

X}p∈Z

と定義する．

命題 A.4.

Hn(Hom・(X,Y )) = HomK(A)(X,T n(Y ))．

[証明] dnの定義から

Im dn−1 = {0に homotopicな複体の射 }，
Ker dn = {X → T n(Y )なる複体の射 }

であることからわかる． ■

Xp+1XpXp−1

Y p+n−1
Y p+n Y p+n+1

(−1)n+1dp+n
Y ◦ fp + fp+1 ◦ dp

X

fp+1fpfp−1

dp−1
X

dp
X

dp+n
Ydp+n−1

Y

また，Hom・は

Hom・ : K(A)◦ × K(A) → K(Ab)

なる bifunctorである．

補題 A.5. Aを abel圏とし，X ∈ Ob(K(A))であり，Y ∈ Ob(K+(A))を単射的対象
とする．このとき，次のいずれかが成り立てば，Hom・(X,Y )は acyclicである；

(i) Xが acyclic．
(ii) Y が acyclic．
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さて，Aを abel圏とし，L ⊂ K+(A)を単射的対象からなる複体のなす充満部分圏と
する．すると，右導来函手の存在定理の仮定をみたすため，

Hom・(X, ∗) : K+(A) → K(Ab)

は右導来函手

RII Hom・ : K(A) × D+(A) → D(Ab)

を持つ．これは第 1成分に関して exactだから，左完全函手に関する右導来函手の存在
定理から

RIRII Hom・ : D(A)◦ × D+(A) → D(Ab)

を持つ．これを単にRHom・とかくことにする．

Remark A.6. Aがもし enough projectiveであれば，

RIIRI Hom・ : D−(A)◦ × D(A) → D(Ab)

が定義される．従って，もしAが enough injectiveかつ enough projectiveならD−(A)◦×
D+(A)上でRIRII Hom・とRIIRI Hom・とが定義されることになるが，これらは自然に
同型となることが導来函手の定義/普遍性によりわかる．

定理 A.7. Aを enough injectiveなアーベル圏とする．このとき，X ∈ Ob(K(A)), Y ∈
Ob(K+(A))に対して，

Ri Hom・(X,Y ) = H i(R+ Hom・(X,Y )) = Exti(X,Y )

が成り立つ．

[証明] Y と擬同型な単射的対象 Iをとることで

Ext i(X,Y ) = Exti(X, I)

= HomD(A)(X, I)

= HomK(A)(X, I)

= H i(Hom・(X, I))

= H i(RHom・(X,Y ))

となる． ■

A.1.2 ⊗とTor

Rを可換環とする．まず，P,Qをそれぞれ右，左R-加群の複体とするとき，

P ⊗R Q = {Pi ⊗R Qj}
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とし，

d ⊗ 1 : Pi ⊗ Qj → Pi−1 ⊗ Qj

(−1)i ⊗ d : Pi ⊗ Qj → Pi ⊗ Qj−1

とする．この二重複体からできる simple complexを Tot⊕(P ⊗R Q)とかく．このとき，
右R-加群Aに対して，函手

F : K(R − Mod) → K(Ab) : F (B) = Tot⊕(A ⊗R B)

が定義できる．いま左R-加群の圏が enough projectiveであることに注意すると，左随
伴函手

LF : D−(R − Mod) → D(Ab)

が定まる．

A.2 連接層の導来圏

A.2.1 層の圏と準備

(X,OX)を preschemeとする．

定義 A.8. X 上のOX-加群の層からなる圏をMod(X)とかく．これはアーベル圏と
なり，これからできる導来圏を簡単にD(X)とかく．

Mod(X)の thickな充満部分圏として準連接層，連接層のなす圏をそれぞれQco(X), Coh(X)

とかく．これもやはりアーベル圏となり，これからできる導来圏をDqc(X),Dc(X)とかく．

次のことが良く知られている．

定理 A.9.

(1) Mod(X), Qco(X)は enough injectiveである．
(2) 任意のOX-加群の層は平坦OX-加群の層の quatientとなる．

A.2.2 層の演算・層のコホモロジーと導来函手

層の順像と逆像の定義をしよう．

定義 A.10. f : X → Y を位相空間の連続写像とする．
(1) X上の層 F に対して，F の順像 f∗F なる Y 上の層を

(f∗F )(V ) := F (f−1(V )) (V は Y の任意の開集合)

によって定義する．
(2) Y 上の層Gに対して，Gの逆像 f−1F なるX上の層を

(f−1G)(U) := lim
−→

G(V )（ただし，V は F (U)を含むすべての開集合 V を動く）

によってできるX上の前層の層化として定義する．

46



補題 A.11. f−1は右完全函手，f∗は左完全函手であって，互いに他の随伴函手である．

Mod(X)が enough injectiveであることは，次に定義する柔軟層を用いて，柔軟分
解 (flabby resolution)ができることに含まれる．

定義 A.12. 代数多様体X上のOX-加群の層Iが柔軟であるとは，任意の開集合V ⊂ U

に対して，

ρU
V : Γ(U, I) → Γ(V, I)

が全射となることを言う8．

Claim A.13. 任意のK ∈ Ob Mod(X)に対して，柔軟OX-加群の層からなる複体 I

であって，擬同型K ∼= Iとなるものが存在する（flabby resolution）．

このことから，層の順像 f∗から誘導される複体の射 f∗ : K(Mod(X)) → K(Mod(Y ))

の導来函手が存在する．これをRf∗とかく．すると，Lとして柔軟OX-加群の層のなす
複体を考えることで，

Rf∗(K) = f∗(I)

がD+(Mod(X))において成立する．さらに

Rif∗(K) = H i(f∗I) = H i(f∗K)

となる．
なお，Y として 1点集合をとれば，f∗は global sectionを取る函手 Γに他ならないの

で，これにも右導来函手RΓが存在することもわかる．

Remark A.14. 上記ではD+上の函手としてRf∗が存在することを示したが，これ
がDqco,Dcoh上の函手となるかどうかについては，いくつかの条件が必要になる．詳細
は [HaRD]を参照のこと．たとえば，次のようなことがいえる．

定理 A.15 (HaRD2.1,2.2). (1) f : X → Y が固有かつ準コンパクトであれば，Rf∗ :

D+
qc(X) → D+

qc(Y )が存在し，さらにXがKrull次元有限なNoetherian preschemeであ
れば，Rf∗ : Dqc → Dqcとなる．
(2) f : X → Y が固有かつ Y が局所Noetherian preschemeならば，Rf∗ : D+

coh(X) →
D+

coh(Y )が存在し，さらにXがKrull次元有限なNoetherian preschemeであれば，Rf∗ :

Dcoh(X) → Dcoh(Y )となる．

A.2.3 Fourier-Mukai変換

X を Abel多様体，X̂ を dual abel多様体（すなわち Pic0(X)=X 上の line bundleの
moduli）とする．このとき，次の圏同値が成り立つ；

Dcoh(X) ∼= Dcoh(X̂)．
8任意の開集合 U に対して，ρX

U が全射となるとき，散布的層 (flasque)と言う．これは柔軟と同値．柔
軟ならば散布的は V = X とすればよい．逆に散布的ならば柔軟であることは，ρX

U = ρV
U ρX

V に注意すれ
ばよい．
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この圏同値を与える函手を Fourier-Mukai変換といい，X 上の universal Poincaré line

bundleを用いて定義される．
一般にDcoh(X) ∼= Dcoh(Y )からX ∼= Y がいえるかどうかについては，Fano多様体

に関しては正しいが，Symplectic多様体などには反例があるとのこと．

A.3 構成可能層の導来圏と偏屈層─Riemann-Hilbert対応─

Riemann-Hilbert対応とは，線形常微分方程式に付随して得られる基本群の有限次元
表現に関する逆問題で，与えられた基本群の有限次元表現に対応するモノドロミーを持
つ線形常微分方程式を構成できるかどうかを問う問題である（Hilbertの第 21問題）．こ
れは 1984年頃に柏原とMebkhoutにより解決された．それについて述べるには，構成
可能層や偏屈層の言葉が必要になる．（当然D-加群の言葉も必要．）当然のことばがら，
ここではそれらをすべて述べることなどできるはずもないので，詳細は [TH]を見てほ
しい．ここでこの例を取り上げるのは，いわば導来圏の言葉を用いて初めて定式化でき
ることの一例という程度意味である．

A.3.1 構成可能層

定義 A.16. analytic space（not posiibly smooth）X上の層Fが構成可能 (constractible)

であるとは，ある分割X = tr
i=1Xi (Xiは局所閉部分多様体)が存在して，F |Xi

が階数
有限の局所定数層となることを言う．

例 A.17. X = Cとする．
(1) X上の定数層CX は構成可能層．
(2) X上の層C

√
zは構成可能層．（X = X\{0}t{0}とすれば，{0}以外での分岐は 2．）

A.3.2 Riemann-Hilbert対応（その１）

定理 A.18. ［Riemann-Hilbert対応 (I)］ XをC上の代数多様体（あるいは複素多様
体）とするとき，

Db(Mod(DX)) ∼= Db
c(X)

なる圏同値が成り立つ．ここでMod(DX)とは，X上のDX-加群の層のなす圏．Db
c(X)

とは，X上の構成可能層の有界複体のなす導来圏9である．

A.4 位相幾何学に見られるアナロジー

位相幾何学におけるアナロジーとしてここで意図しているのは，stable homotopy cat-

egoryと呼ばれているものである．筆者には幾何的な予備知識がないので，述べるのは
無理そうである．[We](§10.9)を参照のこと．

9これは，有限個の除いてHi(X,F ) = 0かつ各Hi(X,F )なるコホモロジー層が構成可能層となるよ
うなX 上の CX -加群の層のなす導来圏に一致するらしい．
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